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Аннотация. Рассмотрен вопрос определения дуги сцепления при взаимодействии ленты 
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кой барабана образуется граничный слой малой толщины, в котором отсутствуют растягива-
ющие напряжения. Задача решена с помощью асимптотического метода Л. Прандтля. Полу-
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ского и В.И. Моссаковского. 

Ключевые слова: лента конвейера, футерованный барабан, асимптотический метод 
Прандтля, дуга сцепления, сравнение результатов исследований. 

Вопросами взаимодействия упругой ленты с футерованным барабаном за-
нимались многие исследователи [1-3]. Однако в настоящее время этот вопрос 
ещё недостаточно изучен. 

В этих работах предполагается, что при взаимодействии ленты с футеро-
ванным барабаном в ленте возникают только растягивающие и нормальные 
напряжения, а в футеровке – сдвиговые и нормальные напряжения. При этом 
напряжения в ленте и в футеровке подчиняются закону Гука, а сила трения 
между лентой и футеровкой подчиняется закону Кулона. Лента в этом случае 
рассматривается как растянутая тонкая гибкая упругая нить или растянутый 
упругий стержень. 

Полученные в этих работах зависимости приводят к противоречивым вы-
водам, т.е. в случае отсутствия футеровки на барабане на дуге сцепления тяга не 
передаётся, что противоречит экспериментальным данным [4]. 

В данной работе определена дуга сцепления конвейерной ленты при её вза-
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имодействии с футерованным 
барабаном. При этом лента 
конвейера рассматривается 
как растянутый упругий слой, 
в котором возникают растяги-
вающее, нормальное и каса-
тельное напряжения, а в футе-
ровке барабана возникает 
только нормальное касатель-
ное напряжение. 

Рассмотрим контактную 
задачу взаимодействия ленты 
с футерованным барабаном 
(рис. 1). 

Предположим, что лента 
упругая и деформируется со-
гласно закону Гука. Касатель-
ные напряжения ленты в точ-
ках контакта ленты с барабаном подчиняются закону сухого трения Кулона. 

Кроме того, лента имеет толщину на порядок меньше радиуса барабана. 
Футеровка барабана также рассматривается как тонкий упругий слой толщиной 
на порядок меньше радиуса барабана. При этом при взаимодействии ленты с фу-
терованным барабаном на дуге контакта ленты с барабаном возникают зона 
сцепления и зона скольжения. На дуге сцепления в точке контакта ленты с футе-
ровкой скольжение отсутствует, а на дуге скольжения в точках контакта ленты с 
футеровкой возникает скольжение. 

Положим, что в ленте реализуется плоская деформация. Тогда уравнения 
равновесия слоя ленты на барабане в полярных координатах имеют вид [5] 
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где σθ − окружные растягивающие напряжения в ленте, направленные вдоль 
ленты, Н/м2; σr − нормальные сжимающие напряжения в ленте, направленные по 
радиусу барабана, Н/м2; τrθ − касательные напряжения в ленте, направленные по 
касательной и нормали к поверхности барабана, Н/м2; r − радиальная координата, 
направленная от центра по радиусу барабана, м; θ − окружная координата угла 
поворота радиуса барабана, рад. 

Напряжения связаны с деформациями согласно закону Гука соотношени-
ями [5] 

 
Рисунок 1 – Расчётная схема взаимодействия ленты 

конвейера с футерованным барабаном 
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u, v − соответственно радиальные и окружные перемещения точек ленты, м; εr, 
εθ, γrθ − соответственно радиальные, окружные и угловые деформации точек 
ленты; Eл − модуль Юнга ленты при растяжении, Н/м2; νл – коэффициент Пуас-
сона ленты. 

В случае малой толщины ленты hл (м) по сравнению с радиусом барабана 
R (м), т.е. при hл/R  1, согласно методу Прандтля [6], проведя оценку малости 
по hл членов уравнения (4), получим 
 σr ~ o(hл); τrθ ~ o(hл); σθ ~ О(1); r ~ О(1); ∂r ~ o(hл); θ ~ О(1). 

Опустим в уравнениях (1) члены первого порядка по hл и выше, в резуль-
тате получим 
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Рассмотрим зону скольжения (θ* ≤ θ ≤ α). В этом случае на поверхности 
барабана при r=R справедлив закон Кулона 
 τrθ = µσr, (5) 
где µ − коэффициент трения скольжения ленты по барабану конвейера; θ* − ве-
личина дуги сцепления, рад.; α – угол обхвата, рад. 

В силу малости толщины ленты окружные напряжения σθ мало изменя-
ются по толщине ленты и являются функцией только от θ. Решая уравнения (4) 
при условиях, что на поверхности ленты при r = R + hл радиальные σr и касатель-
ные τrθ напряжения равны нулю, получим 
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где f(θ) = σθ; θ* ≤ θ ≤ α. 
Подставляя решения (6) в соотношение (5) и полагая r = R, получим диф-

ференциальное уравнение относительно f(θ) 

 ( ) ( )θ µ θ′ = −f f  *( )θ θ α≤ ≤ . (7) 

Интегрируя уравнение (7) при условии, что в точке сбегания ленты с бара-
бана при θ = α σθ = t2, в результате получим 

 ( )
2( ) µ α θ

θσ θ −= =f t e  *( )θ θ α≤ ≤ , (8) 

где 2 2=t T Bh  – растягивающее напряжение в ленте в точке сбегания её с бара-
бана конвейера, Н/м2; Т2 – натяжение ленты в точке её сбегания с барабана, Н; B 
– ширина ленты конвейера, м. 

В зоне контакта ленты и барабана на границе зон сцепления и скольжения 
при θ = θ* и r = R согласно выражениям (6) и (8) имеем: 
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где *θ θ α≤ ≤ . 
Подставляя значение f(θ) из (8) в равенство (6), получим нормальные каса-

тельные напряжения в ленте вдоль дуги скольжения: 

 ( ) ( )2 2( ); ( ),µ α θ µ α θ
θ

µσ τ− −= − − = − − −r л r л
t te r h R e r h R
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 (10) 

где *θ θ α≤ ≤ ; 0 ≤ ≤ лr h . 
Следовательно, в зоне скольжения, т.е. при θ* ≤ θ ≤ α, как для футерован-

ного, так и для нефутерованного барабана растягивающие, нормальные и каса-
тельные напряжения в ленте изменяются по экспоненциальному закону, что сов-
падает с формулой Н.Е. Жуковского при r = R [1]: 
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 (11) 

Если дуга скольжения совпадает с дугой обхвата ленты и барабана, т.е. 
если * 0θ = , то *

1θσ = t . Подставляя эти величины в первую формулу равенств (9), 
получим формулу Эйлера в случае полного скольжения нити по барабану [1]: 

 1

2

µα=
T e
T

. (12) 

Рассмотрим зону сцепления (0 ≤ θ ≤ θ*). В этой зоне на поверхности бара-
бана перемещение ленты относительно барабана отсутствует и в точках контакта 
ленты с поверхностью футерованного барабана справедливо соотношение 
τrθ < µσr. 
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Кроме того, предположим, что в ленте вблизи дуги сцепления существует 
граничный слой малой толщины δ, на порядок меньший толщины ленты (δ  hл), 
в котором возникают только нормальные касательные напряжения, а растягива-
ющие напряжения малы (намного меньше растягивающих напряжений в осталь-
ной части поперечного сечения ленты) [7]. 

Поэтому в зоне сцепления в точках ленты, близких к точкам контакта 
ленты и барабана, окружные напряжения σθ малы, а нормальные и касательные 
напряжения σr и τrθ имеют порядок малости, равный единице по hл, т.е. σθ = 0; 
σr ~ τrθ ~ o(hл). 

Следовательно, отбрасывая в уравнении (4) члены, включающие σθ в гра-
ничном слое ленты зоны сцепления, получим соотношения 

 0; 0θσ τ∂ ∂
= =

∂ ∂
r r

r r
 (0 )δ≤ <r . (13) 

Следовательно, в зоне сцепления вблизи точек контакта ленты и барабана 
существует малый по толщине слой ленты, называемый краевым слоем, анало-
гичный пограничному слою, образующемуся при обтекании твёрдых тел жидко-
стью [8]. В этом слое возникают только нормальные σr и касательные θτ r  напря-
жения, тогда как растягивающие напряжения σθ резко уменьшаются до нуля 
(σθ ≈ 0). Как следует из уравнений (13), нормальные и касательные напряжения 
по толщине краевого слоя не изменяются и согласно формулам (6) при r=R 
равны 

 ( ) ; ( )θσ θ τ θ′= − =л л
r r

h hf f
R R

 (0 < r < δ). (14) 

Так как перемещения ленты u, v в зоне её сцепления с футерованным бара-
баном определяются относительно поверхности футеровки барабана, то уравне-
ния (2) и (3) имеют место без предварительного натяжения и сжатия ленты в 
точке набегания ленты на барабан. Поэтому для того, чтобы эти уравнения были 
справедливы в нашем случае, необходимо в них вместо σθ и σr подставить зна-
чения 1θ θσ σ= − t  и 1σ σ= −r r лt h R , где 1 1= лt T Bh , Н/м2; Т1 – растягивающее 
усилие в точке набегания ленты на барабан, Н. 

Аналогично в уравнениях (14) вместо ( )θf  необходимо подставить 

1 1( ) ( ) θθ θ σ= − = −f f t t . 
Дифференцируя третье уравнение (3) по θ, второе по r с учётом первого, 

исключая v, получим равенство 
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Так как для краевого слоя ленты в зоне сцепления σθ = 0, то из уравнений 
(2) имеем 
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Здесь σ r  и θτ r  определяются по формулам: 

 ( ) ; ( )θσ θ τ θ′= − =л л
r r

h hf f
R R

 (0< r <δ). (17) 

Из (14) следует, что для краевого слоя ленты σr не зависит от r и согласно 
второму уравнению (16) εθ также не зависит от r, откуда 0rθε∂ ∂ = . Поэтому для 
краевого слоя ленты равенство (15) примет вид 
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2
1θγ ε

θ θ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

r
r

u u
r r

 (0 < r < δ). (18) 

На поверхности футерованного барабана в зоне сцепления ленты с бараба-
ном в силу малости толщины футеровки по сравнению с радиусом барабана рас-
тягивающие напряжения 0θσ = , а нормальные σ r  и касательные θτ r  напряжения 
пропорциональны нормальным и сдвиговым деформациям [9]. Так как в зоне 
сцепления в точках контакта ленты с футерованным барабаном скольжение от-
сутствует, то согласно (2) при r = R выполняются соотношения: 

 
2(1 )

σ
−

= = ф
ф ф r

ф

v
u u h

Е
, (19) 
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θ

ν
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+
= = ф

ф ф r
ф

v v h
Е

, (20) 

где u, v – нормальные окружные перемещения ленты в точках сцепления ленты 
с футеровкой барабана, м; uф, vф – нормальные окружные перемещения футе-
ровки в точках сцепления ленты с футеровкой барабана, м; Eф – модуль упруго-
сти футеровки на сжатие, Н/м2; νф  – коэффициент Пуассона футеровки. 

Подставляя в (16) значения σ r  и θτ r  из (17), в зоне сцепления в точках кон-
такта ленты и барабана при r = R имеем: 

 
2(1 ) ( )ε θ−

= − л л
r

н

v h f
Е R

; 2(1 ) ( )θγ θ
θ

∂ + ′′=
∂

r л л

л

v h f
Е R

. (21) 

Подставляя в (19) значения σ r  и θτ r  из (17), в зоне сцепления в точках кон-
такта ленты с барабаном при r=R получим: 
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Подставляя в левую и правую части равенства (18) выражения (21) и (22) 
при условии отсутствия предварительного натяжения и сжатия ленты в точке её 
набегания на барабан, получим дифференциальное уравнение относительно 

( )θf  в виде: 

 2( ) ( )θ θ′′ = фf k f  *(0  )θ θ≤ ≤ , (23) 

где 1( ) ( )θ θ= −f f t . 
Здесь коэффициент kф определяется по формуле 
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Из формулы (24) следует, что с увеличением жёсткости ленты Eл коэффи-
циент kф уменьшается, а при увеличении жёсткости футеровки Eф коэффициент 
kф увеличивается. Кроме того, при увеличении толщины футеровки hф коэффи-
циент kф уменьшается. 

Решая уравнение (23) при граничных условиях: в точке набегания на бара-
бан при θ = 0 σθ = t1 или ( ) 0θ =f ; на границе зон сцепления и скольжения при 
θ = θ* σθ = σ* или 1( ) θθ σ∗ ∗= −f t , получим распределение продольного напряже-
ния θσ  вдоль дуги сцепления, определяемое по формуле 
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1
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где 
** ( )

2
µ α θ

θσ
−= t e . 

Подставляя (25) в (14), получим нормальные касательные напряжения в 
зоне сцепления в точках контакта ленты с футерованным барабаном при r=R, 
определяемые по формулам: 
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где *0 θ θ≤ ≤ . 



ISSN 1607-4556 (Print), ISSN 2309-6004 (Online), Геотехнічна механіка. 2017. № 133 

 

143 

Величину дуги сцепления θ* определим из условия равенства касательных 
напряжений на границе зоны скольжения и сцепления при r = R, т.е. при θ = θ*, 
τrθ = τrθ

*. 
Подставляя в левую часть равенства (27) вместо θτ r  значение θτ

∗
r  из фор-

мулы (9), после преобразований получим 

 ( ) ( )**1

2

1 th µ α θµ θ − = + 
 

ф
ф

T k e
T k

. (28) 

Если дуга сцепления совпадает с дугой обхвата лентой барабана, т.е. 
* ,θ α=  то из (28) имеем: 

 ( )1

2

1 th 1µ α= + ≥ф
ф

T k
T k

. (29) 

Из формул (28) и (29) следует, что если *0 θ α≤ ≤ , то выполняется нера-
венство 

 ( )1

2

1 thµ α≥ + ф
ф

T k
T k

. (30) 

Кроме того, из равенства (28) следует, что если выполняется условие 

 ( )1

2

1 thµ α< + ф
ф

T k
T k

, (31) 

т.е. если дуга скольжения при взаимодействии ленты с барабаном отсутствует, 
то *θ α=  и *

2θσ = t . Подставляя эти значения в формулы (25)-(27), получим, что 
при выполнении условия (31), т.е. если дуга сцепления совпадает с дугой обхвата 
лентой барабана, то растягивающее, нормальное и касательное напряжения в 
ленте вдоль дуги контакта ленты с барабаном при r = R определяются по форму-
лам: 

 
( ) ( ) ( )

( )
2 1sh sh sh

shθ

θ α θ
σ

α

 + − =
ф ф ф

ф

t k t k k

k
; (32) 

 
( ) ( ) ( )

( )
2 1sh sh sh

sh

θ α θ
σ

α

 + − = − ⋅
ф ф ф л

r
ф

t k t k k h
k R

; (33) 

 ( )
( )

1 2( )ch
shθ

θ
τ

α
−

= − ф ф л
r

ф

k t t k h
k R

, (34) 

где 0 θ α≤ ≤ . 
Анализ решения уравнения (28) показал, что величина дуги сцепления θ* с 

увеличением отношения T1/T2 уменьшается, а при уменьшении kф увеличивается 
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и при kф = 0 принимает максимальное значение, равное *θm , определяемое из 
уравнения 

 ( ) ( )**1

2

1 µ α θµθ −= + m
m

T e
T

. (35) 

Положим в равенстве (27) kф = 0 и получим соотношение 

 ( )
( )

2

2

1
1

ν
ν

−
= ⋅

−
ф фл

лф

h E
R E

. (36) 

Если νл = νф, то из (36) имеем 

 =ф ф

л

h E
R E

. (37) 

Следовательно, при выполнении условий (36) или (37) в случае равенства 
коэффициентов Пуассона футеровки и ленты величина дуги сцепления ленты с 
футерованным барабаном принимает максимальное значение *θm , определяемое 
из уравнения (35). 

Из равенства (37) следует, что при νл = νф толщина футеровки hф, при ко-
торой дуга сцепления ленты с футерованным барабаном θ* принимает макси-
мальное значение *θm , определяется по формуле 

 = ф
ф

л

E
h R

E
. (38) 

Если футеровка барабана отсутствует, т.е. hф = 0, то из равенства (24) 
имеем 

 1
2
ν−

= л
фk . (39) 

Последняя формула совпадает с результатом, полученным в работе [7], из 
которой следует, что величина дуги сцепления в случае взаимодействия упругой 
ленты с жёстким барабаном не зависит от толщины и модуля упругости ленты 
Eл, а зависит от коэффициента Пуассона ленты νл. При этом, чем больше коэф-
фициент Пуассона, тем коэффициент kф меньше, а следовательно дуга сцепления 
θ* ленты с барабаном больше. 

Как отмечалось выше, в работе [3] также получены зависимости отноше-
ния Т1/Т2, совпадающие с формулой (28), отличающиеся коэффициентом kф, ко-
торый определяется по формуле 

 
( )2 1 ν

=
+

ф
ф

л л л ф

Е
k

Е h h
. (40) 
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Из формулы (40) 
следует, что с уменьше-
нием толщины ленты hл и 
футеровки барабана hф ко-
эффициент kф увеличива-
ется и стремится к беско-
нечности (kф → ∞). 
Устремляя в левой части 
равенства (28) kф → ∞, по-
лучим формулу Н.Е. Жу-
ковского (11). 

Следовательно, со-
гласно теории В.И. Мосса-
ковского и Г.З. Рудякова 
[3] при отсутствии футе-
ровки или для тонкой нити 
выполняется предположе-
ние Н.Е. Жуковского об 
отсутствии касательных 
напряжений на дуге сцеп-
ления, что противоречит экспериментальным данным [4]. 

На рис. 2 показаны графики зависимости величины дуги сцепления θ* от 
отношения натяжений ленты Т1/Т2, полученные согласно формуле (28) при kф = 0 
(кривая 1), формулам (28) и (24) при kф = 0,3 (кривая 2), формулам (29) и (39) при 
kф = 0,5 (кривая 3), формулам (28) и (40) при kф = 3,5 (кривая 4), формуле (11) при 
kф = ∞ (кривая 5). 

При этом исходные данные принимали следующие значения: R = 0,25 м; 
hл = 0,02 м; hф = 0,06 м; νл = 0,5; νф = 0,5; α = 3,14 рад. 

Из рис. 2 видно, что с увеличением отношения Т1/Т2 и kф дуга сцепления 
ленты с барабаном θ* увеличивается и при kф = 0 принимает максимальное зна-
чение. Кроме того, дуга сцепления, полученная согласно формулам В.И. Мосса-
ковского и Г.З. Рудякова (кривая 4) и формуле Н.Е. Жуковского (кривая 5) суще-
ственно отличается от полученных результатов данного исследования (см. кри-
вые 1, 2, 3). 

На основании результатов исследований можно сделать следующие вы-
воды. 

При взаимодействии ленты с футерованным барабаном вблизи дуги её 
сцепления с барабаном в ленте имеется граничный слой малой толщины, в кото-
ром возникают только нормальные и касательные напряжения. При этом растя-
гивающие напряжения в ленте возникают выше этого граничного слоя, которые 
на порядок выше нормальных и касательных напряжений в ленте. 

Дуга сцепления ленты с футерованным барабаном θ* с увеличением отно-
шения натяжений ленты набегающей и сбегающей ветвей Т1/Т2 и жёсткости фу-

 
1 – kф = 0; 2 – kф = 0,3; 3 – kф = 0,5; 4 – kф = 3,5; 5 – kф = ∞ 
Рисунок 2 – Графики зависимости дуги сцепления ленты 
с барабаном θ* от отношения Т1/Т2 при различных значе-

ниях kф 
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теровки барабана Eф уменьшается, а с увеличением жёсткости ленты Eл и тол-
щины футеровки барабана hф дуга сцепления θ* уменьшается. При этом дуга 
сцепления θ* принимает максимальное значение при kф = 0, т.е. при выполнении 
условий (36). 

Кроме того, полученные результаты исследований существенно отлича-
ются от результатов, полученных в работах Н.Е. Жуковского и В.И. Моссаков-
ского. Это говорит о том, что модели ленты конвейера в виде тонкой упругой 
нити и растянутого упругого стержня не применимы в задаче взаимодействия 
конвейерной ленты с футерованным барабаном. 
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Анотація. Розглянуто питання визначення дуги зчеплення при взаємодії стрічки конвеєра з футе-
рованим барабаном. В роботі передбачалося, що стрічка і футеровка барабана при деформації підкоря-
ються закону Гука, а сила тертя між стрічкою і футеровкою підкоряється закону Кулона. Крім того, в 
стрічці поблизу зони зчеплення стрічки з футеровкою барабана утворюється граничний шар малої то-
вщини, в якому відсутні розтягуючі напруги. Задача вирішена за допомогою асимптотичного методу 
Л. Прандтля. Одержані результати досліджень порівнювалися з результатами досліджень Н.Е. Жуков-
ського і В.І. Моссаковського. 

Ключові слова: стрічка конвеєра, футерований барабан, асимптотичний метод Прандтля, дуга зче-
плення, порівняння результатів досліджень. 

Abstract. The problem of determining the arc cohesion at interaction between the conveyor belt and lined 
drum is considered. In the study, it was assumed that the belt and the lined drum under deformation followed 
the Hooke’s law, and the force of friction between the belt and the lining followed the Kulon’s law. Besides, 
a thin boundary layer is formed on the belt, near with zone where belt coheres with the lined drum, with no 
tensile stress. The problem is solved by means of the L. Prandtl’s asymptotic method. The obtained findings 
were compared with the results of the studies conducted by N.E. Zhukovsky and V.I. Mossakovsky. 

Keywords: conveyor belt, lined drum, Prandtl’s asymptotic method, arc cohesion, comparison of research 
results. 
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